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Abstract. In this note we shall prove a comparison result for solutions of obstacle problems, for 
elliptical operators in divergence form, via symmetrization techniques. 


Sunto. In questa nota proveremo un risultato di confronto per soluzioni di problemi dell’ostacolo, 
per operatori ellittici in forma di divergenza, utilizzando tecniche di simmetrizzazione. 
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1 Introduzione 


In questa nota forniremo alcune Stime relative alla soluzione di un problema dell’ostacolo, associato ad 
un operatore ellittico, utilizzando tecniche di simmetrizzazione. Ci occuperemo di operatori L in forma 
di divergenza 


(1) Lu = —div(AVu) + cu, 


su domini limitati Q C A” e con coefficienti misurabili e limitati, A= (ai; )i<ijcn ec > 0. In particolare 
supporremo che esistano una funzione misurabile v > 0 e una costante M > 0 tali che 


.(2) M||g]j? > DI ai; (2)E;6; > v(2)IEII?, € e R° 
ij 

e 

(3) veLl, v! € It, per qualche t > n/2. 


Con il simbolo Hi (v)(0) indicheremo il completamento di C1(0) rispetto alla norma 


Iulia =(/ IVulPrde)'£, 
mentre 
K={ue Hi): u> 0}. 
Per ogni u,v € H}(v)(0) poniamo 


a(u,v) = / AVu-Vo+ / cu. 
o a 


Nelle ulteriori ipotesi 
pc IL 1A 
(4) TRE, pW=4a, 


consideriamo il problema dell’ostacolo 


a(v-u)> f f(v-u), per ogni v € K, 
(5) Ùi 


ue K, 
e indichiamo con $ l’insieme delle soluzioni dei problemi che si ottengono avendo fissato la misura | Q | 


dell’insieme {2 e i rispettivi riordinamenti di v e fi 
Proveremo (cfr paragrafo 6) che la soluzione U», € S del problema di confronto 


%Us.,V -U;,)> f {W-U,.), per ogni V € K, 
(6) a 
U,. € K, 


dove per ogni U,V € K 
ay(U,V) = / yVU - VV 
teli 
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6 la forma quadratica associata all’operatore 
LyU = —div(vyVU) 


(1 é il riordinamento simmetrico crescente di v e NÌ é la palla centrata nell’origine di misura | Q }) 
soddisfa le seguenti 


sup |lullz=o(a) = |IU]lz=® 
mo | Ilz=(a) = IUlIL a) 


sup|u>0|=|U>0]. 
ues 


Le principali tecniche che utilizzeremo furono sviluppate da Talenti, per il problema di Dirichlet 
associato ad operatori uniformemente ellittici tipo (1), e successivamente estese ad operatori più generali 
da Chiti [9], Bandle [7], Alvino-Lions-Trombetti [2]. Il caso degenere fu studiato da Alvino e Trombetti 
[5] proprio per operatori del tipo (1) sempre in relazione al problema di Dirichlet. Per quanto riguarda il 
problema dell’ostacolo ricordiamo i lavori di Maderna-Salsa [15], Bandle [7], Alvino-Matarasso-Trombetti 
[4] e Posteraro-Volpicelli [17] per operatori lineari non degeneri e quelli di Rakotoson [18] e Posteraro [16] 
per il caso non lineare non degenere. Nei paragrafi 2 e 3 daremo, rispettivamente, una interpretazione 
fisica del problema e alune nozioni inerenti il riordinamento di funzioni, mentre nei successivi paragrafi 4 
e 5 verranno riportate le dimostrazioni principali. 


2 Interpretazione fisica e formulazione matematica del proble- 
ma dell’ostacolo 


Per comprendere in che modo si perviene alla formulazione del problema dell’ostacolo nella forma del 
problema (5) consideriamo il funzionale 


1 
Ew=Hfava+ fa) [fo 
Q Q 2 
(v, c>0e f funzioni opportune) definito sul convesso 
C= {ve CN): v>4, inNe v=0in 00} 


( + é una funzione definita su A=9N89 tale che maxg 9 >0ep<0in 09. 
Se esiste u tale che 
E(u)= min E(v) 
vec 


allora per ogni t € [0, 1] e per ogni v € C si ha u+t(v—u) € C e posto g(t) = E(u+t(v— u)) in 0 esiste 
un minimo per g; quindi g'(0)t > 0 per ogni # € [0, 1]. In particolare 


#0 = [ove vo) + feste) = / 100-120 


cioé 

SavVu-V(v-u)+ Saculv— u) > Saf(v-u), for every v E (6A 
(7) 
| uec. 


D'altra parte se 
a(v,w) = fow-vo+ / cvw 
o) a 
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é una forma bilineare limitata e coerciva definita su uno spazio di Hilbert H (C C H é chiuso e convesso) 
e f appartiene al duale H'. Allora esiste una ed una sola soluzione del problema (7) 
L’insieme 


I={r€0: u=%)}, 


detto insieme di contatto o di coincidenza, distingue u dalla soluzione di un problema alla frontiera. 

Dal punto di vista fisico la soluzione u del problema (7) é la funzione altezza della posizione di equilibrio 
di una sottile membrana (v rappresenta la tensione della membrana) con altezza 0 alla frontiera, ostacolata 
dal corpo 


{(£,2)=r: €90, #<y(2)} 


e soggetta alla forza esterna, parallela all’asse Ou, con funzione di densità f(x) c(2)u(x) (f rappresenta 
lla densità di forza che agisce sulla membrana, mantre cu é la densità della forza di resistenza del mezzo 
elastico, in cui é immersa la membrana, proporzionale allo spostamento, ma opposta in segno; c >0é 
quindi il coefficiente di elasticità del mezzo. 


3 Simmetrizzazione di Schwarz 
Sia u una funzione misurabile, per ogni t € R, 
nt) =|{r EN: u(2)>t}|, 


indica la funzione distribuzione di u. 
La funzione u* cosi definita: 


u*(s)=inf{t: u() <s}, 0<s</Q], 


é detta riordinamento decrescente di u; il riordinamento crescente u, di u é, definito nello stesso dominio 
di u*,come 


us(s)=u"(|2]-s), 


mentre il riordinamento sferico decrescente (di Schwarz) e l’analogo riordinamento sferico crescente (di 
Schwarz) di u sono rispettivamente definiti, per ogni x € Q*, nel modo seguente 


ua = (anke), (2) = us (anllzil") 


dove 
= {re RR": Îell<(071|9)/2} 


e an indica la misura della palla unitaria. Se f,g sono funzioni misurabili in Q vale la disuguaglianza di 
Hardy: 


J0I |9I Po» 
(8) so [fo] fg. 
0 2 (o 
Inoltre, se x é la funzione distribuzione di u, é possibile costruire per ogni s € [0, | 2 | [un sottoinsieme 
misurabile D(s) C Q tale che: 
1. | D(s) = s; 


2. 81 <s2 = D(s1) C D(52); 
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3. D(s)={r €02: u>t},ses= Ult). 


Indicheremo poi con v € L} quella funzione assolutamente continua tale che per ogni s € [0,|Q|[ 


1 = y° T. 
(9) ho” (dr = / v_(7)dr. 


Vale inoltre il seguente risultato (cfr. [5]) 

Lemma 3.1 Sia v7! € L'(0) et > 1. Esiste una successione di funzioni vy tali che vi = v* e 
vr v in Lt((0,|9|D- 

Set = 1, allora 

19] [9 

lim vig = J vg 
k+00 Jo o 

per ogni g € BV([0,|2][)- 


Osserviamo che v, dipende da v e in generale anche da u; tuttavia nel caso in cui v(r) = constante ne 
consegue che v = v. 
Come conseguenza del Lemma 3.1 si ha che per t > 1 (cfr. [3]) : 


lentiiz:ogom < IT Il) 


4 Tecniche di simmetrizzazione 


Poiché i risultati ottenuti in questo paragrafo valgono anche ad operatori in forma completa, considere- 
remo direttamente 


Lu=- Y (0; (2)v2:;)a,; + Y(bi(2))a: + Y di(2)us, +c(7)u 
ij. i i 
e 
(10) a(u,v) = gi Yo dijizzta, _ J Y bjuvs, +/ } diz;v +/ cuv, 
Lij 2; aG a 
supponendo che esista un numero non negativo R tale che: 


(11) YO [bi +d; P< R°v 


e una funzione co tale che 
(12) (d:(2))a; 3 c(x) > Co, on D'(0). 
Introduciamo le seguenti notazioni 


fi Bd 


R 
e (8) = exp ( ai nalfr Serena 


Bye(s) = fui tali Ag eo(8) 


F2,c0(8) = / eli” — cosu*). 


Analogamente a quanto provato nel caso non degenere, [2] (cfr. also [4]), vale il seguente risultato. 


Lemma 4.1 Se u é soluzione del problema (5) allora, per quasi ogni s € [0,|u>0 Il 


(13) —(u")(8) < B7(8)F (8). 


Dimostrazione (schema). Se u é soluzione di (5) definiamo la seguente funzione test 


h, t+h<u(z) 
di. (7) = ut)-t, t<ul(z) <t+h, 
0, ut) <t, 


dove h > 0 e t €]O, supul. 
Poiché u + gf, € K, per ogni h > 0 


(14) a(u, dt) = Li IA 


Per h + O si ottiene, ricordando (2), che per quasi ogni # € [0, sup u[, 


d 
(15) 2 /_ MV? 


S-D/ tag L/ Db + + [C+ + f f, 


Da cui segue, per quasi ogni t € [0, sup u[, 


d E. —p' d CI 
16 -=l vVull < R(nal/r ani dla _ -=/ v||Vu]|})ds 
(16) di Jr, IVull ( ) ia Ve! ds Jos, Vul?) 


u(t) 
+/ (£*(8) — cos (s)u*(s))ds. 
Verifichiamo ciò stimando direttamente i membri di destra della (4) 


an) If Edd Rf E [VA 


er 
<RfCTS Nude 
t ds u>s 
per (11) e poiché 


-i L. Vullv® < cal. IWul?n)!/2 (=). 


d d 11/2 7] 2,,\1/2 
È <(3) 2-51 
z/_IvaS(4 [pei I AV?) 


quindi dalla disuguaglianza isoperimetrica di De Giorgi 


D'altra parte, 


P{u>t}> nal/ry(t)}-1/n, 
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(P indica il perimetro) dalla formula di Fleming-Rishel 


d 
-L£| |vu|=P{u>t 
di]. | {u>t} 


e da (9) otteniamo, per quasi ogni t E [0, sup ul, 


a /n 2-2 nl(4(t)) ad E 2 
(18) all E (valo. 


Pertanto da (17) e (18) segue 


NI _ D+ di, 


i 


< R(nal/")! J e + È ti |Vulv)ds. 
si Ù e pv) dtJuos 


Per quanto riguarda i rimanenti addendi del membro di destra di (4) (cfr. [2]), 
e da (12) segue 


p(t) 


“al, ila (IK (ou+ Db) <= f cu - cosu*, 
u> $ ubi 0 


mentre per la disuguaglianza di Hardy 


RZ, 


Applicando poi il lemma di Gronwall a (16) ed integrando per parti (cfr. [1]) otteniamo 


concludendo cosi la verifica di (16). 


p(t) 
-- Vullv< e jg(u(t T eg(f' — cosu*), 
df vafocegb) fl ) 


mentre da (18) segue 

75 È < Bye(u(t))F /zico(H(t)). 

Quindi per quasi ogni s € [0,|u> 0] 
(-u*)' < A eF Eco: 

Osservazione 4.1 Sia co > 0. Se u é soluzione di (5) allora per quasi ogni s € [0,|u>0]|] 


(19) (-u) < BF 1 
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5 Il problema simmetrizzato 


D’ora in poi supporremo co > 0. 
Esaminando il membro di destra di (19) é possibile verificare che 


19] 
(20) v@)=v(onlel")=/ ARA 


alzi” 


é l’unica soluzione del problema di Dirichlet 


(21) L'w- div(v(an||x||l"Vw) + RyvVu- ET = fl, ue Hi(1)(0°). 


Nel caso in cui w sia radialmente decrescente in B;={z:|e]|<p}, per5>0 opportuno, allora é lecito 
supporre l’esistenza di una costante m tale che: 


| w+m, |zl<p, 


0, pslel<(a71|Q)Y?, 


(22) U,(c) = 


dove U,, é una soluzione del problema simmetrizzato dell’ostacolo 


al(U,,V-U,)> i fiv - U,), for every V € KÎ 
(23) Li 


U, € K, 


con 


a'(U,,V-U,)= J L(nllell)VU -V(V =) + R/ vir =), 
= Co da bi o! Ilcil ° 
K'={weH}(v)(0) :w> 0} e f € L” per qualche r > 1 ( per semplicità scriveremo Hi (v)(0*) invece 
di H3(U(an[e]"))(0t)). 
In tal caso U} = U, e per quasi ogni s € [0,] 92 Il; 


(-U;)' = 0 Fr 


inoltre, come corollari, avremmo: 
lu>0]|<|U,>0]| 
e per quasi ogni s € [0,|Q |] 
u <U;(=U). 
Prima di dimostrare che esiste una soluzione U,, del problema (23) che si rappresenta come (22), osser- 
viamo che se w > 0, allora w é anche soluzione di (23). 


Teorema 5.1 Se f € L" e 1/t+ 1/r < 2/n, allora esiste una soluzione del problema (23). In particolare: 
se 


Fe(l2)=0 


allora w é soluzione del problema (23); 
se 


Fr(l9))<0ef+#0, 


130 


allora 


J BrFy Îell< (F071)/n, 
(24) U,(x)=4 Ioallel” 


0, (5071)!/" < le <|Q], 


é soluzione del problema (23), dove 0 < 5 = (| U, > 0 |) é l’unica’ soluzione positiva dell’equazione (in s), 
Fe = 0; 
se ft = 0, allora 0 é soluzione del problema (23). 


Dimostrazione: se F,7(| 2 |) 0, allora per ogni s € (0,19 |], Fye(5) 0 e, necessariamente, w > 0 per 
ogni x € Q°. Pertanto U, = w. 

Se f+=0, allora si verifica direttamente che 0 é soluzione di (23). 

Esaminiamo infine il secondo caso, il più interessante. E’ possibile verificare che nelle nostre ipotesi 
il problema di Dirichlet (21) ha come unica soluzione w (cfr. (20), e [10]). Inoltre esiste r1 € [0, (| 
9 | a71)!/"] tale che w é radialmente non crescente in [0, r1] radialmente non decrescente in [r1, (| 2 | 
a71)!/"]. Pertanto anr?' é un punto di minimo assoluto per v. Sia 


-K= ma w(x) = vanti) < 0. 


Poniamo 


w(r) + KE |a|l<ri 
(25) vx(c) = 


0 lel>ry 


e verifichiamo che vg é soluzione del problema (23) nel modo seguente. Poiché w é soluzione del problema 
(21) 


6 hi (nllz]|®)Vw-vh+R J goa ae J fn 
oi o Ilzll o’ 
per h € Hi (v); quindi per ogni g € Hi(v), 920, 
tr) [conte Vo VG -08)+R [veve fo 
(el. (el) -[le]] 
= [,6-w0- f,. Lal) Vw: Vo -0%) - R VEVw E (g- ve) 
o! Q\Br Q\B,, Ill 


( dalla definizione di vg) 


e lola Vu». Vg- se 
= [6-90 fi, Lei V9 Rf, VT Tal 


1 \Br, 


Proveremo che gli ultimi due addendi sono positivi. 
Infatti poniamo, per pj < 71, Pj + T1 € P; non decrescente, 


1 z| > ri 
vi(©)=< (Ilell= pp) 0) pi <a Sri 


0 zl < 6; 
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wj; € H!(v); sostituiamo una funzione test h = gw; in (26), dove g € Hj3(v), 9> 0, ottenendo 


-/ v9Vw,: Vi; = f 2;Vus-Vg-R / veVwy: Euio=- f stv;9>0, 
o oi o |zl oi 


per ogni j sufficientemente grande, poiché ff é negativa in suppy;. 
Dal Teorema di Lebesgue, dopo aver osservato che per j + 00 


(28) / vgVu, Vip; +0, 
QI 

otteniamo, per j + 00, 

_ 2iVu,:Vo-R / 2Vw- E V9+ - f vVw,-Vg—-R veVw, È ; 

k ba oi VE le] "? 9!\B,, all ona, © Ja? 
Quindi da (28) segue 
(29) -/ vVw-Vg-R vevw-:E9>0. 
9!\B,, Q\B,, el 


Dunque per (27) e (29) si ha che vg é soluzione del problema (23). © 
Osservazione 5.1 Se F(1Q]))<0e ft #0, allora 


‘eQnri =|U,> 0], ie. |U,>0 


é l’unica soluzione positiva di 
Come conseguenza la soluzione U, del problema (23) può essere rappresentata nel modo seguente 


|U,>0| 
JAP Well < (03! |U,> Opi 
U,a)=| Se 


(30) n |l2{|® 
0, (a! |U, > 0])!/" < [le <Q]. 
Ovviamente U,, é radialmente decrescente. 


Teorema 5.2 Nelle ipotesi del Teorema 5.1 esiste una sola soluzione radialmente simmetrica e decre- 
scente del problema (23). 


Dimostrazione: per ogni numero positivo r il problema di Dirichlet 
(31) L'V.=f! V.e H}(v)(B,) 


ha un’ unica soluzione V,, la quale é anche radialmente simmetrica ([10]). 

Osserviamo che se U,, é una soluzione radialmente simmetrica e decrescente di (23) il dominio di non 
aderenza é una palla. 

Indichiamo con px quel numero positivo che, con abuso di notazione, soddisfa l'equazione w(pn)+h= 
0, i.e. p4é il raggio della palla per cui w(x) = —h (cfr. 20). 
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Posto 
w(2)+h || <pn 


vn(1) = (w + h)+ (2) = | 
0 Ie] > ph, 


allora vn soddisfa per r = pn il problema (31) i.e. V,, = n. 
Posto 
rz = inf {||| >0: U,(x)=0}, 


é chiaro che U, é soluzione del problema (31) per r = r2. 
Ora dall’unicità della soluzione del problema (31) per r = ra, si ha che ra £ ri e 


(32) U, =Uhi h = —w(r2), 


in quanto 0< h< K. 

Sappiamo dal Teorema 5.1 che vg é soluzione del problema (23) quindi se U, é una soluzione 
decrescente del problema (23) otterremo h = K, (cfr.32), provando che r2 = ri. 

Effettivamente ponendo U, = v;, e 


vK lle] <r2 
V(a)=< (1+ee(onma)e lane] ve ra << 
(0) Ta £ zl}, 


possiamo constatare che V € H}(9*) ed inoltre 


V(x) - U,(x) = eve(anti)e(aniz]M)vx, ra <lell Sri 
0, er 


Da (23) segue, per calcolo diretto, 


Da e-N J vav' (anlle®)entaz 
Bra 
+(K-h) f Lleida 


+eye(0n78) [. n Free) (anzi) + K)de, 


allora 
nr? * nt? 
(33) 0>-nRal/"(K — h) J vv (t)t17!/"dt +(K—h) J 1 f*(t)dt 
0 0 
QnTi 
+e yz(@nT2) i STE (8) + dt. 
Anti Da 
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Integrando per parti, 


(34) DL f=e p(Gnr3) SO fer + Rnal/r La vun's!-1/n 
e 
not _ p@nr? anti rs 
(35) / 3 l'AO+R)=-(K-) J Pei fi “A Îi Pepe. 
n anr3 
Sostituendo poi (34) e (35) in (33) otteniamo 
anrî ps 
02 -eglonrt) /-. ( [regoza 


Quindi rr = rr eh= Ko 

Corollario 5.1 Se u é una soluzione del problema (5) allora 
lu>0]|<|U,>0], 

dove U, é la soluzione radialmente simmetrica e decrescente di (23). 


Dimostrazione: se Fye(1 2 |) < 0, e ft #0 (cfr. Teorema 5.1 e Osservazione 5.1), allora Fg > 0, in 
[(0,]U, > 0][ mentre F,w(1U, >0]|) =0 e per ogni s €]|U, > 0|,|92]] 


Fe(s) < 0. 
| D'altra parte per quasi ogni s € (0. ]U, > 0]] 
—(U2)'(s) = #e(8)F (8), 
quindi dal Lemma 4.1 segue 
(36) lu>0]|<|U, > 0|.0 
Corollario 5.2 Se u é soluzione di (5) allora per quasi ogni s € [0,12] 
u <UL, 
dove U,, é l’unica soluzione a simmetria radiale decrescente di (23). 


Dimostrazione: dal Lemma 4.1 segue 


[u>0] 
(37) u*(5) < i PyeF 2, for every s € [0,]u>0 Il. 
Ricordando (36) otteniamo che per quasi ogni s € [0,|u> 0]] 
Ju>0] |U,>0] 
“< f erPrS f ByeFye=Uf(5).0 
8 s 
Osservazione 5.2 Se0<m= info v, il Corollario 5.1 vale ancora sostituendo v con m. In tal caso, 


(cfr.[4]), 
lu>0|<JUm>0]. 
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Il numero | Um > 0 | é la soluzione positiva (in s) di 


Fn(9)= f ep(-arti amp zo 
0 


risulta pertanto interessante stabilire il comportamento di tale soluzione in relazione a R/m. 
Posto 7 = R/m e indicato con 5(7) quel valore per cui 


5(7) 
| encr@r@a=o, 
dove $ é una funzione positiva decrescente, nel nostro caso 
$(1) = Url, 
vale il seguente risultato. 
Lemma 5.1 La funzione 5 é crescente in [0, col. 


Dimostrazione: per ogni 1 < 72 e per ogni s € [0, col, integrando per parti, si ha 


(38) / ‘ap(n60)f0= (Mm - 60) f "exp (-ma@(0))S" (Ode 


s t 
bas J ( J exp (-m9())f" (AE (1) exp (-(m — 72)0(0))t 


Ponendo s = 5(72) in (38) segue 


5(72) 
J exp (- n 9())f" (de 


5(72) t 
la J J exp (—29(0))S"(EdE9 (1) exp (-(m — 72)6(t))dk, 


ma il membro di destra é negativo quindi 5(71) < 5(72).0 


6 Il caso R=0 


In questo paragrafo conclusivo esportemo i risultati principali ottenuti per l'operatore L quando compare 
solo la parte principale e un termine di ordine zero c > 0. Posto 


ay(u,v) = J vyVu - Vv 
o 
chiamiamo problema di confronto il seguente 


39 ap(u,v—u)> faf'(v-u) ue Ki 
(69 per ogni v E Ky 


dove Ky = {u € Hj (14)(0°) : «> 0}. Questo problema dell’ostacolo ha una ed una sola soluzione. In 
relazione ai risultati ottenuti nel paragrafo precedente osserviamo che se R=0, allora 


Fg(9=F6)= [fi 
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inoltre se F(] 2 |) <0e ft #0da (22) segue che | U, > 0 | (= 5) non dipende da v poiché F non 
dipende da v. In particolare dal Teorema 5.1 otteniamo 

|lu>0]j<s. 


Sostituendo v con un’ altra funzione non negativa y, tale che y* = v* e ragionando come nella dimostra- 
zione del Teorema 5.1, il problema 


(40) Je 9 vv 0) = / PW-U), ue, 


per ogni VE K = {wE Hi(Manlzl")(A) :w> 0}, ha una sola soluzione U,, tale che 
|U,>0]|=5, 
dove 5é la sola soluzione , quando esiste, dell’equazione (in 5) 
F(s)=0. 
Scegliamo y=.r, in modo tale che lu>0]<|U, >0|.Se F(|9 1) 20, allora |U,, > 0|J=[Q]. 
Teorema 6.1 Seu é una qualunque soluzione del problema (5) allora 
ullz=(a) < IIUL. Ilzo(as) 


Dal teorema Crollario 5.2 segue 
supu = u"(0) < Uz(0), 
Q 


poi applicando il Lemma 3.1 otteniamo 


F -2+2/n pr 
= È 1/n\-2 s 
(41) U,(0)= fim no"? | È 


mentre dalla disuguaglianza di Hardy segue 


19 (PI a)" _ 4 s72+2/n Dr 0 
o . ’ 


UO < / - - 


poiché, quando n > 1, la funzione 
v(t) = s7+/2.FIj,g 


é non decrescente in [0, 5].0 
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